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Exercice 1 : Hamilton-Jacobi

Considérer un projectile de masse m en vol balistique dans un champ de gravité uniforme, lancé
avec une vitesse initiale vg et un angle « par rapport & 'horizontale.

1. Déterminer, a I’aide de la méthode de Ha-
milton—Jacobi, le trajectoire du projectile.

2. Donner la valeur de 'angle de lancement
qui maximise la portée horizontale du pro-

jectile.

><\/

Solution.

1. Le probléme posséde deux degrés de liberté et ’on choisit comme coordonnées généralisées la
distance horizontale = et la hauteur y dans les coordonnées cartésiennes (voir Fig.5.1). Les
conditions initiales pour t = 0 sont : (zg,y0) = (0,0) et (Zo,90) = (vpcosa, vgsina). Le
potentiel est V = mgy, et le Lagrangien et le Hamiltonien s’écrivent respectivement

L= % (2 + 9°) — mgy (1)

H = % (@ + 9°) + mgy (2)

_ 1 (p2 +p2) +mgy (3)
2m Y

puisque p, = % = mz et py = % = my donnant respectivement & = %’3 et gy = %y. Comme

on a également p, = g—f et p, = g—‘g, I’équation de Hamilton—Jacobi s’écrit

9s\* , (05’
or y
En utilisant la méthode de la séparation des variables, on pose & = Sy(x) + Sy(y) + S(1).

L’équation de Hamilton-Jacobi (4) donne

oS 1

= =0 4
5 T 3m + mgy (4)
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1 | [/dS:\*  [dS,\* dsS;
o |(2) + (@) | #mow=—G ®)
Les deux cotés de (5) sont alors égaux & une constante F, d’ou
1 (dS,\? 1 (dS.\?
B s S - B
o (ay) =23 () 0
Sy = —Et (7)

ol E est I'énergie totale du systéme, puisque le Hamiltonien ne dépend pas du temps : le
systéme est conservatif (toute perte d’énergie due au frottement est négligée).

Les deux cotés de (6) sont a leur tour égaux a une constante (3, conduisant a
S, = / /2m(B = B) dx (8)
S, = [ Vam(5 = mgy) dy (9

et la solution compléte devient

S:/\/2m(E—B)d:U+/\/Qm(ﬁ—mgy)dy—Et (10)

On peut maintenant introduire une transformation canonique (x,y, py, py) = (Q1, Q2, P1, P2),
en introduisant la fonction génératrice Fy(x,y, P, P2,t) = S(x,y, E, 3,t), ol on a remplacé

P, = FE et P, = 3. On peut alors exprimer les nouvelles Coordonnées généralisées ()1 et Q3 en

8F2

fonction de F5, par les relations ()1 = —= et Q2 = Avec 'expression de F, donnée par

3B

(10), on obtient les équations du mouvement du projectile

ﬁ z=1+Q (12)
o= 2E2D 14 gy (13)
et ensuite, pour aFﬁ Qs, on a
mdz m dy

e E =5 e .

_mx_\/zWQWZQQ, (15)



En résolvant (15) pour y, il vient

_ myg m B 9Q3
1= 0 (g ) 1o

La condition initiale (zg, y0) = (0,0) pour ¢t = 0, appliquée a (13) et (16), donne respectivement
2
Q1=0et Q= —52, ce qui simplifie 'expression de y dans (16) en
V mg

mg 2 p
A(E - P) E—p {an)
La dérivée temporelle de (17) s’écrit alors
. mg B ).
<2<E 5TV E- B) 1)
Les conditions initiales xg = 0 et (#9,90) = (vocosa,vpsina) appliquées a (18) donnent

B = Esin? « et les relations (17) et (13) se simplifient en

. mg
4F cos? o

2F
x =1/ — cosat. (20)
m

Les équations (19) et (20) donnent respectivement y en fonction de x et x en fonction de ¢. En
remplagant x donné par (20) dans (19), on obtient y en fonction de ¢ :

t?  |2E
y:—%—l— Esinat. (21)

On peut remplacer ’énergie totale constante du systéme F par ’énergie cinétique initiale

Y= z? + tanax, (19)

2
E =" (22)
2
ce qui, remplacé dans (19)—(21), donne finalement
g 2
=" ta , 23
4 21}%(:052041; +tanaw (23)
x =wvgcosat, (24)
/2
yz—%-i-vgsinat. (25)

. Pour déterminer la valeur de o qui maximise la distance horizontale x, on cherche les valeurs
de = qui coupent 'axe X pour y = 0. L’équation (23) donne

g
—————2x+tana |z =0, 26
( 208 cos? a > (26)
02
qui s’annule pour z = 0 et z = —2 sin(2a). Cette derniére valeur est maximale lorsque sin(2a) =

1, c’est-a-dire pour a = 45°.



Exercice 2 : Particule glissant sur un plan incliné

Considérer une particule de masse m glissant sur un plan incliné de longueur [, sans frottement.
La particule est soumise a la force de gravité avec accélération g. Le plan incliné forme un angle
« par rapport a I’horizontale. On indique avec x la position de la particule le long du plan incliné,
comme montré dans la figure.

1. Déterminer, a I'aide de la méthode de Ha-
milton—Jacobi, le mouvement de la par-
ticule pour des conditions initiales arbi-
traires zg et vg.

2. Donner le mouvement dans le cas ol on
la particule a une vitesse nulle & l'instant
initiale t = 0.

Solution.

1. Le probléme posséde un degré de liberté (n = 1) et 'on choisit comme coordonnée généralisée
la distance x a partir du point de départ xg le long du plan incliné de longueur [ (voir Fig. 5.2).
On a donc pour conditions initiales : x;—g) = xo et Z(;—g) = 0. Le potentiel s’écrit V' =
mg(l — x)sin «, ce qui donne pour le Lagrangien et le Hamiltonien

)
L= % —mg(l — x)sina, (27)
md? .
H = -t mg(l — z)sina. (28)
P2
H= ﬁ +mg(l — x)sina (29)
Ofl, dans (29)’ i a été remplacé par px/m a partir de Dy = aﬁ = ma. Comme on a aussi
&
S
Dy = o I’équation de Hamilton—Jacobi s’écrit
T
s 1 [d8\?
a0 + o (833) +mg(l — z)sina = 0. (30)

En utilisant la méthode de la séparation des variables, on pose S = S, (x)+ S.(t), ce qui permet
de réécrire (30) sous la forme

1 /dS, 2 dS;
— ~)sina = — 2t 1
5 < . ) +mg(l — z)sina o (31)

Les deux membres de (31) sont alors égalés & une constante E, qui est I’énergie totale du
systéme, celui—ci étant conservatif (le glissement est supposé sans frottement) :

1 [dS.\? .
o <d:1:> +mg(l —x)sina = F, (32)



dSy
dt
On peut procéder comme dans ’exercice précédant. Ici, pour simplicité de notation, on évite

de définir la fonction génératrice F» et on procéde directement en prenant les dérivées de S On
obtient alors successivement

Se = / \/Zm(E —mg(l — z) sina) d, (34)

S, = —Ft. (35)

= —E. (33)

La solution compléte devient

S = / \/2m(E —mg(l — z) sina) do — Et. (36)

L’équation du mouvement EToh ~ donne ensuite

\/?/ \/E—mgcg—x)sina R (37)

Pour calculer cet intégral, on met en évidence le facteur mgsina dans le dénominateur du
radical. On peut apreés utiliser I'intégrale connue

dzx 2
—=—Var+b+C
/\/am—f-b a a“

en posant a = mgsina et b = £ — mglsina. On trouve

m 2
\| 5 ——VE- | — i =~+t.
5 \/ mg( x)sina =y (38)

L’expression de x est ensuite obtenue a partir de (38).

. . 2
3 E
x:gblnatQ—i—gfysinozt—i— gemay +1— -
2 2 mg sin a
:gS;natQ—i-’Uot-l-CCo (39)

. Comme la particule est initialement au repos, la vitesse initiale vg = g sin « est nulle, ce qui
impose v = 0. L’équation (39) devient alors

E

gsin

="t - 40
2 mg sin a (40)
Pour déterminer la valeur de E, on identifie | — ————— & la position initiale xg, ce qui donne
mgsin o

E = mgsina (I — ), c'est—a—dire ’énergie potentielle et 1’énergie totale E du systéme avant
le début du mouvement. L’équation (40) devient finalement

_ gsina
2

2 + xo. (41)



